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Einleitung

Fiir die deskriptive Analyse eines Ausbruchs bzw. einer Epidemie einer Infektionskrankheit beniitzt man
epidemiologische Kennzahlen wie die Anzahl der neu aufgetretenen Falle bzw. die Inzidenz bezogen auf die
Bevolkerung, die zeitliche Verteilung (Epidemiekurve) nach Erkrankungstag der Fille die regionale Verteilung
nach Wohnort der Félle, sowie die demographischen Merkmale der Fille, Alters- und Geschlechtsverteilung.
Andererseits beniitzt man auch Kennzahlen, die mit Hilfe statistischer Methoden geschétzt werden kénnen.
Wir stellen im Folgenden drei dieser Parameter vor, die Fall-Steigerungsrate, Fall-Verdopplungszeit und die
effektive Reproduktionszahl, und beschreiben wie diese berechnet werden kénnen.

Methodenbeschreibung
Steigerungsrate und Verdopplungszeit

Am Beginn eines Ausbruchs geht man davon aus, dass die zeitliche Entwicklung der Fallzahl von inzidenten
Féllen einer Poisson Verteilung folgt. Seien also y; die Anzahl der inzidenten Félle am Tag ¢, dann schreiben
wir y; ~ Poi(A\;) und es gilt fiir den Erwartungwert von y;, E(y;) = A¢. Der Parameter \; wird in der
Epidemiologie auch force of infection genannt. Wir kénnen A; mit dem folgenden linearen Modell beschreiben:

In(\) =rt+b+e (1)

wobei € der unbekannte Zufallsfehler ist.

Dabei ist der Regressionskoeffizient, r, die durchschnittliche tdgliche Steigerungsrate und b ist die
Konstante. Die durchschnittliche téigliche Steigerungsrate in Prozent ist dann (r — 1) x 100. Das R-Paket
incidence ist eines der Pakete die die Schiatzung der Parameter r und b, und somit auch die Schiatzung von A
sowie die grafische Darstellung in einfacher Art und Weise erméglicht (Jombart et al. (2019)). Tiefergehende
Informationen zur Poisson Regression und zur Berechnung der Schétzer von r und b kénnen zum Beispiel in
Fahrmeir et al. (2009) nachgelesen werden.

Als Verdopplungszeit bezeichnen wir jene Zeit in der sich die Zahl der inzidenten Fille verdoppelt.
Ausgehend von E(y;) = A+ und Formel (1) konnen wir die Verdopplungszeit als Funktion von r berechnen. Um
dies einzusehen sei T die unbekannte Verdopplungszeit und sei y; die Anzahl der inzidenten Félle zu einem
beliebigen Zeitpunkt ¢;. Dann suchen wir y2 zu einem Zeitpunkt to sodass ys = 2y; gilt. Dann bekommen wir
T =ty — t; und wir rechnen

Yo y1 = 2 & et fertitt — 9 o er(tamh) — 9 o T = In(2) /1.



Effektive Reproduktionszahl

Die effektive Reproduktionszahl, R, schitzen wir geméf dem Ansatz von Cori et al. (2013). Im wesentlichen
gehen zwel Parameter des Ausbruchs bzw. der Epidemie in die Schétzung ein. Erstens die Zeitreihe der
inzidenten Félle und zweitens die Verteilung des seriellen Intervalls (Richter et al. (2020a)). Wie sich der
jeweilige Einfluss genau darstellt und wie R.p im Detail geschitzt werden kann, wird fiir die etwas geiibteren
Leser*innen im folgenden erkléirt.

Sei y; wie oben die Anzahl der neu aufgetretenen (=inzidenten) Erkrankungsfélle an Tag ¢. Es gilt die gleiche
Annahme wie oben, dass y; Poisson verteilt ist mit Parameter \;. Sei w, die Wahrscheinlichkeit dass ein
Infizierter eine weitere Infektion s Tage nach seiner eigenen Infektion verursacht (s wird auch generation time
genannt). Da die generation time meistens unbekannt ist verwendet man in der Regel die Verteilung des
seriellen Intervalls als Approximation fiir ws. Nehmen wir nun an, dass das serielle Intervall gammaverteilt ist
(Richter et al. (2020a)) und die Dichte

Skflefs/G

p(57k,0) = W,S>O,k>0,9>0

besitzt. Dann wird w, wie folgt berechnet: Sei s = 1,...,m, dann ist w, = p(s; k,0)/ >~ p(i; k, ) und es gilt
daher Z:’;l w, = 1. Die effektive Reproduktionszahl, R.g, sei die durchschnittliche Anzahl an unmittelbaren
Folgefallen, generiert pro Infiziertem. Nun gehen wir davon aus, dass die Infizierten zu einem Zeitpunkt
t — s mit der Rate R X ws zur Anzahl der Infizierten am Tag ¢ beitragen. Natiirlich leisten aber auch die
Infizierten an den anderen Tage, {1,...,t —s—1,t —s+1,...,t — 1}, einen Beitrag. Da A; den mittleren
Infizierten am Tag ¢ entspricht gilt somit A\; = Reg 22:1 yr—sWs. Die effektive Reproduktionszahl ist abhéngig
vom Tag ¢ fiir den die Zahl geschétzt werden soll, und wir kénnen auch einen Zeitraum 7 (z.B. 7 = 13 Tage)
definieren, die in die Schétzung vom jeweiligen R g eingehen. Um diese Abhéngigkeit von ¢ und 7 darzustellen
gehen wir zu einer neuen Notation tiber und bezeichnen die effektive Reproduktionszahl im Folgenden mit
R, ;. Wir nehmen an, dass R, ; fir die Zeitperiode [t — 7 + 1, ¢] konstant ist.

Im Folgenden schétzen wir R, ; mit dem Ansatz der Bayes-Inferenz (eine einfache Einfithrung findet sich in
Fahrmeir et al. (2009) p.478ff).

Dazu benétigen wir eine Annahme iiber die a-priori Verteilung von R; . Wir wéhlen dazu eine Gammaver-
teilung mit Formparameter a¢ und Skalenparameter b. Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ist
gegeben durch

R e s/

p(Rt,‘r;aa b) :P(Rt,r) = b“F(a)

,Rer>0,a>0,b>0, (2)

wobei I'(.) die vollstdndige Gammafunktion ist. Fiir natiirliche Zahlen n gilt I'(n) = (n — 1)

Dann benétigen wir noch die Likelihoodfunktion der Poissonverteilung von y, p(y; R;,r), welche gegeben ist
durch

t
) 1
P Ris) = [ (Rerd))? exp(—Rirds) i (3)

i=t—7+1 v

wobei d; := 21:1 Yi—sWs ist. Die a-posteriori Verteilungsdichte von R , ist dann

v plys Res)p(Rer)
P(Reriy) = S p(y; Rer)p(Rer) d Ry r @




Der Faktor ¢ = [ p(y; Ry,7)p(Re.r) d Ry » wird auch Normierungsfaktor genannt.

Setzen wir nun (2) und (3) in (4) ein und vereinfachen die Formel so erhalten wir

+5 i—1 1 !
p(Ririy) = R?,TZ”H“y exp <_Rt,r (b + > dZ)) Hnte )

i=t—7+1

wobei
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ein von R, , unabhéngiger Term ist. p(R; r;y) ist also proportional zu

t t 1 t
a+ ) i—1 1 =+ it d?,
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und dementsprechend ist R; , gammaverteilt:

t
1
R, ; ~ Gamma (a + Z Yis 7 > . (5)

13
i=t—7141 T Zi:tfvukl d;

Der Mittelwert und somit unser Schétzer fiir die effektive Reproduktionszahl zum Zeitpunkt ¢ und basierend
auf 7 Tagen ist

R (11 + Zzzt—'r-&-l Yi
p T Zi:t—T+1 d;
a+ Zﬁ:tqﬂ Yi
% + Z::t—T—&-l Zi:l Yi—sWs .

Ein 95% Konfidenzintervall fiir int,T kann mit dem 2.5% und dem 97.5% Perzentil der Verteilungsfunktion
von (5) berechnet werden. Die hier présentierte Methode zur Schitzung von R, ; ist im R-Paket EpiEstim
umgesetzt (Cori et al. (2013)).

Ohne weiteres Vorwissen tiber R; , werden fiir die a-priori Gamma-Verteilung tiblicherweise die Parameter
a =1 und b = 5 angenommen.

Eine Anwendung der oben beschriebenen Methodik findet sich beispielsweise in der Publikation von Richter
et al. (2020D) .
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